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Zadanie 1
Udowodnij, że jeśli f = f1 − f2, gdzie f1 i f2 sa̧ nieujemne, to f1 ≥ f+ i f2 ≥ f−.

Zadanie 2
Wykazać, że jeśli g ≥ 0 to

(fg)+ = f+g.

W szczególności (f |E)+ = f+|E .

Zadanie 3
Wykaż, że (fg)+ 6= f+g+ + f−g−.

Zadanie 4
Udowodnij, że jeśli caÃlka

∫
E

f dµ ma sens i F ⊂ E, to
∫

F
f dµ również ma sens.

Zadanie 5
Wykazać, że funkcja f na R ma dobrze określona̧ caÃlkȩ wÃlaściwa̧ lub niewÃlaściwa̧
Riemanna ∫ b

a

f dx

(a, b ∈ R∪{−∞,∞}) wtedy i tylko wtedy gdy dobrze określone sa̧ caÃlki Riemanna
z f+ i f− (również od a do b) oraz przynajmniej jedna z nich jest skończona.
Uwaga! To zadanie nie ma nic wspólnego z teoria̧ caÃlki Lebesgue’a.

Zadanie 6
Wykazać, że jeśli funkcja f na R ma dobrze określona̧ caÃlkȩ wÃlaściwa̧ Riemanna∫ b

a
f dx (a, b ∈ R), to funkcja 1[a,b] · f ma dobrze określona̧ caÃlkȩ Lebesgue’a i

∫ b

a

f dx =
∫

[a,b]

f dλ.

Podaj przykÃlad, że nie jest to prawdziwe dla caÃlek niewÃlaściwych.
Wsk. Zauważ, że caÃlkȩ niewÃlaściwa̧ Riemanna liczy siȩ zupeÃlnie inaczej niż caÃlkȩ
Lebesgue’a.

Zadanie 7
Oblicz caÃlkȩ Lebesgue’a

∫
f dµ, gdzie

a)

f(x) =
{ 1

q , x = p
q dla x wymiernych, gdzie x = p

q jest w postaci nieskracalnej

ex, dla x niewymiernych,



a µ jest miara̧ Lebesgue’a na [−1, 1].

b) f(x) = x2, a µ jest miara̧ określona̧ wzorem

µ(E) =
∫

E∩(0,1]

(− log x) dx.

c) f(x) = x + sin x, a µ jest miara̧ określona̧ wzorem

µ(E) = 1
2λ(E ∩ [−2, 2]) + 1

3#{n ∈ N ∩ [−3, 3] : nπ
2 ∈ E}.


